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HAROMSZOG KOZEPVONALAI ES SULYVONALAI,
MAGASSAGTETEL, BEFOGOTETEL

Ha Gsszekotjiik egy haromszog két oldalanak a felezépontjat, akkor a haromszog egyik
kozépvonalat kapjuk meg. Bizonyithat6, hogy ez a kozépvonal parhuzamos a harom-
szog harmadik oldaldval, és feleolyan hosszu, mint ez az oldal.

Minden haromszdgnek harom kozépvonala van.

Ha 6sszekotjiik egy haromszog egyik csticsit a vele szemkozti oldal felezépontjaval, akkor
a haromszog egyik sulyvonalat kapjuk meg (az dbran az A csucshoz tartozo sulyvonalat
rajzoltuk meg). Minden haromszognek hirom stilyvonala van.
Igaz a kovetkezd két allitds:

- Kétstilyvonal 2:1 aranyban osztja egymast, a hosszabbik rész

csatlakozik a csticshoz.

- Egy hédromszog hdrom sulyvonala egy pontban metszi
egymast. Ezt a kozos pontot a haromszog sulypontjanak
nevezziik. A sulyvonal a haromszoget két egyenlé teriileti

részre osztja. C

Magassagtétel

A derékszogli haromszogben az atfogohoz tartozé magassag az atfogot két szakaszra osztja, és az atfogohoz tartozé ma-
gassag hossza a két szelet hosszanak mértani kbzepe. Az dbra jelolései szerint: m = 4/ pq.

Befogotétel

A derékszogli haromszog barmelyik befogojanak hossza az atfogo
hosszanak és a befogd atfogora es6 merdleges vetiilete hosszdnak

mértani kozepe. b

Az dbra jelolései szerint: a = /pc és b= /qc.

A tételek bizonyitasahoz az dbrdn lathaté derékszogli haromszogek q

hasonlésagat hasznalhatjuk fel.
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RAADAS ¢

Szamtani és mértani kozép dsszehasonlitasa geometriai uton

Tétel: Két pozitiv valos szam meértani kozepe legfeljebb akkora, mint ugyanezen

két szam szamtani kozepe. A C D

Bizonyitds:

Ha egy derékszogli haromszog esetében a befogok atfogora esé meréleges vetiile-

teinek hossza a és b, akkor

- az atfogd hossza a + b, ami egyenl6 a haromszog koré irhaté korének atmérs-
jével. a—g_b tehdt egyenl6 a koré irhato kor sugaraval.

- aderékszogti haromszogekre fenndllo magassagtétel értelmében az atfogohoz tartozé magassag hossza va - b.

Az dbrarol leolvashato, hogy az atfogohoz tartozé magassag hossza kisebb vagy egyenl6, mint a haromszog koré irt kor

sugara. Vagyis va-b <4 '; b, Egyenldség akkor és csak akkor all fenn, ha a és b egyenld, azaz a haromszog egyenlé szaru.

Ezzel geometriai titon bebizonyitottuk a kimondott tételt.
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FELADATOK
1 = A haromszogek hasonlo- B

saganak egyik alapesete
megmutatja, hogy

ABCA ~ EDCA. b

C b E
2

[ =y

a) Melyik ez az alapeset?

b) Melyek itt az egymdsnak megfelel6 csicsok?

¢) Mennyi a hasonldsag aranya?

d) Mikovetkezik ebb6l az AB és a DE szakasz alla-
sdra és hosszisagdra vonatkozéan?

e) A DE szakasz az ABC/\ két oldalanak a felezo-
pontjat koti 6ssze. Mi a neve az ilyen tulajdon-
sagu szakasznak?

Megoldas:
a) Melyik ez az alapeset?

Valasz:
A hiaromszigek hasonldsdgdanak azon alapesetérdl van szd, amely kimondja, hogy ha két haromszoghben
két-két oldalpar aranya megegyezik, és az dltaluk kézbezart szog egyenld, akkor a két haromszég hasonls.

Indoklas az abra alapjan:

¢ A C cstcesndl 1évo belsod szog mindkét haromszoghben kozis, igy a nagysdga természetesen egyenls: ZBCA —
ZECD.

© A szoget kozrefogd oldalak ardnya a kisebb hdromszoghdl a nagyobb felé haladva:

cpD % 1
CB a 2
ce_§ 1
A b 2

b) Melyek itt az egymasnak megfelel6 cstcsok?

Valasz:

A esticsok megfeleltetését a hasonld oldalak és a kozos szog hatirozzak meg:
o A kozos szog csticsa onmaganak felel meg: C «+— C

© A rividebb, a hosszisdgi oldalon 1évé felezGpont a nagy hiaromszog végpontjanak felel meg: D +— B

© A hosszabb, b hossziisdgi oldalon 1évé felezépont a nagy haromszog végpontjanak felel meg: B +— A
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c) Mennyi a hasonlésag aranya?

Valasz:

© Ha a kisebb A EDC haromszdget viszonyitjuk a nagyobb A ABC héromszoghoz (k;):

ki ~0,5

cD 5 1
~CB a 2
© Ha anagyobb AABC hiromszoget viszonyitjuk a kisebb AEDC hiromszoghoz (kq):

CB

by — — —
2= CcD

=2

e 2

d) Mi kévetkezik ebbél az AB és a DE szakasz dllasira és hossziisdgara vonatkozéan?
Valasz:
o  Allisra vonatkozéan: A két szakasz pdrhuzamos egymadssal: DE || AB.
(Mivel a hasonlésag miatt a megfelel6 szogek egyenldk, igy példaul L/CDE =
/CBA,
amik egyallasu szogek, ez pedig egyenesen bizonyitja a parhuzamossagot.)
©  Hosszisagra vonatkozdan:
A DF szakasz hossza pontosan fele az AB szakasz hosszdnak:

DE — %AB (vagy AB = 2DE)

e) Mi a neve az ilyen tulajdonsagu szakasznak?

Valasz:
A hdromszog két oldalianak felezdpontjat dsszekotd szakaszt a hdromszog kozépvonaldnak nevezziik.
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2 = a) Egy haromszog harom oldalhosszanak aranya
2:8:9, legrovidebb kozépvonalainak hossza
17 mm. Hatdrozd meg a haromszog oldalainak
hosszat!

b) Az ABC haromszog kozépvonalai olyan ha-
romszoget alkotnak, melynek keriilete 255 dm,
és oldalainak ardnya 5:12:13. Hatarozd meg
az ABC haromszog oldalainak hosszat! Szogei

szerint milyen az ABC haromszog?

Megoldas:
a)
o Adatok:
Az oldalhosszak aranya: a:b:c=2:8:9
A legrovidebb kozépvonal hossza: g, = 17 mm

o Levezetés:
A legrovidebb kozépvonal a legrovidebb oldallal (a) parhuzamos, igy az a oldal hossza:

a =2 Qmn=217mm = 34 mm
Mivel az oldalak ardnya 2 : 8 : 9, az egységnyi ardnyossagi tényezo (z):
20 =34 — x = 17T mm

Ebbdl a hidanyzd két oldal hossza:

b=8-17Tmm = 136 mm

c=9-17mm = 153 mm

©  Végeredmény: A haromszog oldalai: 34 mm, 136 mm és 153 mm.

b)

©  Adatok:
A kézépvonal-haromszog keriilete: Kyge, = 255 dm
Az oldalak ardnya: 5:12: 13

©  Levezetés:
A nagy ABC A keriilete pontosan kétszerese a belsé kézépvonal-haromszogének:

KABC — 2'Kk.‘jzép =2.255dm = 510 dm

Az oldalak felosztasa az aranyszamok Gsszege alapjan (5 + 12 + 13 = 30):

30z =510 = 372%:1?&11
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Az ABC A oldalai:

a=5-17dm = 85 dm

b=12-17dm = 204 dm

c=13-17dm = 221 dm

7

Szdgek szerinti meghatdrozashoz ellenérizziik a Pitagorasz-tételt (852 + 2042 =
2212):

7225 + 41616 = 48841

48841 = 48841

o Végeredmeény:
Az oldalak 85 dm, 204 dm, 221 dm, a haromszdég pedig a tétel miatt derékszogii.
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3 5 A mellékelt abran AB || DE. A hiromszogek hason-

lésaganak egyik alapesete megmutatja, hogy
ABS/\ ~ DES/\.
a) Melyik ez az alapeset?

b) Melyek itt az egymds- B

nak megfelelo csu-
csok?
c) Mennyi a ha-
sonlosag ara-
nya? c
d) Mennyiaz AS
és a DS szakasz hosszilisdganak az aranya?

b I

E b A
2

e) Mennyi a BS és az ES szakasz hosszisaganak az
aranya?

f) Az AD szakasz is és a BE szakasz is az ABC/\
egyik csucsat és a vele szemkozti oldal felezo-
pontjat koti 6ssze. Mi a neve az ilyen tulajdon-

sagu szakasznak?

Megoldas:

a) Melyik ez az alapeset?

o

o

Vilasz: A két-két szig megegyezése (szig-szig eset).

Indoklas:
A feladat megadja, hogy az AB és D FE szakaszok parhuzamosak: AB || DE.

Két parhuzamos egyenest metszd egyenesek mentén egyenld nagysdgi valtoszogek keletkeznek:
LABS = /DES ¢és /BAS=/EDS

Emellett az S csiicsndl 16vé belso szogek egymas csiicsszogei, igy szintén egyenlék: L ASB =
ZDSE.

Mivel a két haromszég minden szdge megegyezik, ezért hasonléak egymashoz.

b) Melyek itt az egymésnak megfelel6 csticsok?

o

Vilasz:
Az egyenlo valtoszogek és a kozds csiicsszog alapjan a pontos megfeleltetés:

A+~—D, B+—E S+—8

¢) Mennyi a hasonlésag aranya?

o

Vilasz:
Az dbra adatai alapjdn a D és E pontok az ABC /A oldalfelezé pontjai,
mivel a szdrakat § — §, illetve g — % részekre osztjak.

Ezért a DE szakasz a nagy haromszdg egyik kozépvonala, amelynek hossza
pontosan fele a vele parhuzamos AB oldalnak: DE = %AB.

©  Ha a kisebb A DES-t viszonyitjuk a nagyobb A ABS-hez: k; =

I
b=
Il
=
o

==
I

©  Ha anagyobb & ABS-t viszonyitjuk a kisebb A DES-hez: ky =

TANKONYV: OH MAT10TA II Matematikal0 2 TK NAT 2023 Beliv.indb
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o Vailasz:

TANKONYV: OH MAT10TA II Matematikal0 2 TK NAT 2023 Beliv.indb
d) Mennyi az AS és a DS szakasz hossziisdganak az ardnya?

Mivel a két hdaromszog hasonlésagi ardnya a nagyobb fel6l nézve 2, a megfelels oldalaik
aranya is pontosan 2 lesz:

AS

= _9
DS

(azaz AS : DS =2:1)

e) Mennyi a BS és az ES szakasz hossziisaganak az aranya?
o Vilasz:

A d) ponthoz hasonldan, a hasonlésig miatt a masik egymasnak megfelels szakaszon
is ugyanez az aranyossag érvényesiil:

BS

== =2
ES

(azaz BS : ES =2:1)

f) Mi a neve az ilyen tulajdonsagu szakasznak?
o Vilasz:

Azokat a szakaszokat, amelyek a haromszdig csiicsait a szemkézti oldal felezépontjaval
kétik Ossze (mint itt az AE és BD szakaszok meghosszabbitdsai), stulyvonalaknak nevezziik

Megjegyzés: A metszéspontjuk (az S pont) a haromszog siilypontja. A levezetés

matematikailag is bebizonyitotta azt a jol ismert tételt, hogy a silypont a silyvonalat
mindig 2 : 1 ardnyban osztja ketté, a csiicstol szamitva.
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4 = Egy derékszogii haromszog befogdinak hossza 14 cm és 33,6 cm.
a) Mekkorak a haromszog kozépvonalai?

33,6 cm
14 cm
b) Mekkora az atfogohoz tartozo stlyvonal hossza?

¢) Mekkora a befogdkhoz tartozo sulyvonalak hossza?

d) Mekkora tavolsagra van a hiromszog stlypontja a haromszog csucsaitol?

Megoldas:

A feladat egy derékszogii hdromszogrol szol, amelynek megadtak a két befogdjat:
a=14cm, b=33,6cm
Miel6tt az alpontokra vélaszolnénk, a Pitagorasz-teétel segitségével szamitsuk ki a hiromszég atfogéjanak (c) hosszat:

A=+
¢ =142 + 33,67 = 196 + 1128, 96 = 1324, 96

c=4/1324,96 = 36,6 cm
a) Mekkorak a haromszog kozépvonalai?

A haromszog kizépvonalai 6sszekotik az oldalfelezd pontokat, és hosszuk pontosan fele a velitk parhuzamos oldalakénak.

© Az a oldallal parhuzamos kdzépvonal:

a 14
= —_- = — = 7
i 5= 3 cm

© A boldallal parhuzamos kézépvonal:

b
fBZE—%ZIG,SCm

o A c (4tfogd) oldallal parhuzamos kézépvonal:

36,6

fczg o~ =18,3cm

Végeredmény: A haromszog kozépvonalai 7 cm, 16,8 cm és 18,3 em hossziak.

b) Mekkora az dtfogéhoz tartozé silyvonal hossza?

Derékszogii haromszogben érvényes Thélész tétele, mely szerint a hdromszdg koré irhaté kor kézéppontja
éppen az atfogd felez6pontja. Emiatt az atfogbhoz tartozé silyvonal (s.) hossza megegyezik a koré
irhaté kor sugardval (R), ami pontosan az atfogo fele:

e — L — :@:18,3(:[11

€
2

Végeredmény: Az atfogéhoz tartozoé siilyvonal hossza 18,3 cm.
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c¢) Mekkora a befogékhoz tartozé silyvonalak hossza?

A befogékhoz tartozé silyvonalak (s, és s;) hosszét olyan derékszogii haromszogekbél szamithatjuk ki
a Pitagorasz-tétellel, ahol az egyik belsd befogd valtozatlan, a masik pedig megfelezodik.

2
2 _ E) 1 p2
S (2

s2 =7 + 33,6 = 49 + 1128,96 = 1177, 96

Sa = \/1177,96 = 34,32 cm

2
: b
35 =a’ + (5)

s; = 14% 4 16,87 = 196 + 282,24 = 478, 24

s, = 4/478,24 = 21,87 cm

Végeredmény: A befogdkhoz tartozé silyvonalak hossza kerekitve 34,32 cm és 21,87 cm.

d) Mekkora tavolsagra van a haromszog siilypontja a haromszog csticsaitol?

A héromszog silypontja (S) a silyvonalakat 2 :
1 ardnyban osztja két részre tigy, hogy a hosszabbik

darab esik a cstics feldli oldalra. Tehat a silypont és a csticsok tavolsdga a mindenkori teljes stlyvonal
hosszdnak pontosan a 3; része.

© A derékszogii csiicsot jelentd C csticstdl valé tavolsag:

2 2
chE'SCZE‘IS,?):].z,ZCID

°© Annak az A csicsnak a tavolsaga, amellyel szemben az a oldal van:

2 2
dA:§°Sa:§'34,32:22,88CI]1

© Annak a B csiicsnak a tavolsaga, amellyel szemben a b oldal van:

2 2
ds =3 s =3 21,87=14,58 cm

Végeredmény: A siilypont a csticsoktél mérve 12,2 em, 22,88 em és 14,58 cm tavolsagra van.
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Egy szikla cstcsa nehezen kozelitheté meg, am alkalmas
tavolsagok mérésével kielégité becslés adhaté a magassa-
gdra.

Szamitsuk ki, mekkora a CC, magassag, ha ismert az AC,
és a BC, szakaszok hossza, és tudjuk, hogy az AC oldal me-
réleges a BC oldalra!

Megoldas

Az abran harom derékszogli haromszog lathato: ABC,
AC,Cés CBC.

A ket utobbi haromszogre irjuk fel a Pitagorasz-tételt:
b'=m*+15 és a' =m’+42°

Az ABC hdromszogre pedig:

a + b =42+ 15)°

ebbdl (m” + 42°) + (m” + 15%) = (42 + 15)°

2m’ +42°+ 15 =42"+2-42- 15+ 15°

m’=42-15

m=+42-15 = 25,1 (m)

Altaldnossigban is belathatd, hogy a derékszog(i hdrom-
szogben az atfogohoz tartozé magassig négyzete egyenld
az atfogo keét szeletének (vagyis a befogok atfogora es6 me-
roleges vetiiletének) a szorzataval, masként: az atfogohoz
tartozé magassag az atfogo két szeletének a mértani koze-

pe.
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